Aufagebenkatalog zum Kurs zu Stoch0 — Winter 2024 /2025
Aufgaben zum Thema Diskrete Zufallsvariablen
DR. ANTON MALEVICH

Aufgabe 1 Wir betrachten drei faire sechsseitige Wiirfel. Auf den Seiten der drei Wiirfel sind
folgende Augenzahlen aufgedruckt:

Wiirfel A: 6,6,2,2,2,2
Wiirfel B: 5,5,5,5,1,1
Wiirfel C': 4,4,4,3,3,3

a) Wiirfel B wird zweimal hintereinander geworfen.

(i) Geben Sie einen geeigneten Ergebnisraum zur Beschreibung dieses Zufallsexperimen-
tes an. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die Elementarereignisse.

(ii) Bezeichne S die Zufallsvariable “Summe der beiden Augenzahlen”. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeiten P(S = 6) und P(S < 10).

b) Zwei Personen spielen gegeneinander. Jeder Spieler wihlt einen der drei Wiirfel A, B oder
C aus und wirft einmal. Der Spieler mit der hochsten geworfenen Augenzahl gewinnt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass

(i) Spieler 1 gewinnt, wenn Spieler 1 Wiirfel A und Spieler 2 Wiirfel B gewihlt hat,
(ii) Spieler 1 gewinnt, wenn Spieler 1 Wiirfel B und Spieler 2 Wiirfel C' gewihlt hat,
(iii) Spieler 2 gewinnt, wenn Spieler 1 Wiirfel A und Spieler 2 Wiirfel C' gewihlt hat.

c) Ist es aufgrund ihrer Ergebnisse aus Aufgabenteil b) méglich eine Aussage zu treffen,
welcher der drei Wiirfel “der Beste” ist.

Aufgabe 2 Wir wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln. Sei X die Augenzahl des ersten und Y die
Augenzahl des zweiten Wiirfels. Sei W := min{X, Y} und Z := 2¥. Geben Sie die Wertebereiche
X (2), W(), und Z(£2) an und berechnen Sie die Verteilungen von X, W und Z.

Aufgabe 3 Sie und Ihr Freund werfen je einen fairen Wiirfel. Derjenige, der die kleinere Zahl
wirft, zahlt an den anderen so viele Geldeinheiten, wie die Differenz der Augenzahlen betrégt.
Die Zufallsvariable X beschreibt IThren Gewinn, wobei ein negativer Gewinn fiir Thren Verlust
steht.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, und berechnen Sie den Erwartungs-
wert.

b) Falls Sie beide die gleiche Zahl wiirfeln, wird der Vorgang noch einmal wiederholt, aber die
Auszahlungen verdoppeln sich. Wiirfeln Sie wieder die gleiche Zahl, ist das Spiel beendet.
Geben Sie fiir das modifizierte Spiel die Wahrscheinlichkeitsfunktion Y fiir Ihren Gewinn
bzw. Verlust an.

Aufgabe 4 In einer Urne befinden sich N = 4 Kugeln, welche die Zahlen 2, 4, 8 und 16 tragen.
Es werden nach dem Modell mit Zuriicklegen n = 2 Kugeln entnommen. Man definiert die
Zufallsvariable X als den Durchschnitt der beiden Zahlen, die die beiden entnommenen Kugeln
tragen.

a) Zéhlen Sie die 16 moglichen Ergebnisse des Zufallsvorgangs in Form von Zahlenpaaren auf,
und bestimmen Sie die moglichen Ausprégungen (Werte) von X.

b) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeits- und die Verteilungsfunktion von X.
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¢) Bestimmen Sie den Median, das 25%- und das 75%- Quantil.

Aufgabe 5 Aus einer Urne mit 4 Kugeln, die die Zahlen —3, —1, 1 und 3 tragen, wird zweimal
mit Zuriicklegen gezogen. Man bestimme die Verteilung der Summe der Zahlen auf den gezogenen
Kugeln (= X).

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die Summe echt positiv ist?
b) Wie lautet die Verteilung von Z = X2?

c) Sei Y die Zufallsgrofie “Summe der quadrierten Zahlen auf den gezogenen Kugeln”. Wie
lautet die Verteilung von Y7

d) Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, da8 Y echt grofer X? ist?

Aufgabe 6 Die diskrete Zufallsvariable X kann nur die ganzzahligen Werte zwischen —3 und
+4 annehmen. Thre Verteilungsfunktion F'(z) lautet an diesen Werten:

x -3 -2 -1 0 1 2 3 4
F(z) 0.05 0.15 0.30 0.40 0.65 0.85 0.95 1

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten
P(-1<X<3),P(-1< X <3), P(-1<X <3)und P(~1 < X <3).

b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von ¥ = X?2.

Aufgabe 7 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) und Ver-
teilungsfunktion F'(z). Sei ferner der geordnete Wertebereich von X gleich x1 < o < ... < .
Sind die folgenden Aussagen richtig oder falsch?

a) Unter Umsténden kann f(z;) < 0 sein.

) =D ai<a [ (i)
X >z)=1-F(x).

b) F(x
c) P(

d
e) Ist z; < zj soist F(x;) < F(x5).

f

)

)

) g Flzi) =1

)

) fzi) = F(z;) — F(xi—1) fir i = 2,...,n.
)

g) flx;) < F(x;) fiir allei =1,.

h) f(z1) = F(x1).

Aufgabe 8 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Erwartungswert £(X) und Varianz Var(X).
Sei ferner der geordnete Wertebereich von X gleich x1 < z2 < ... < z,. Sind die folgenden
Aussagen richtig oder falsch?

a) Var(X) > 0. c) Var(X) > z1. e) Var(X) < E(X?).
b) E(X) > ;. d) Var(X) > E(X). f) Var(X) < E(X)2.

Aufgabe 9 Zwei faire Wiirfel werden unabhéngig voneinander geworfen. Bezeichne X; die
Augenzahl des ersten und X, die des zweiten Wiirfels. Geben Sie fiir die daraus abgeleiteten
Zufallsvariablen Y und Z zuerst jeweils den Triager 7y und Tz an. Sind Y und Z stochastisch
unabhéngig oder abhéingig?
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a) Y:Xl, Z:2X2
b)Y:Xl,Z:X1+X2.
C)Y:Xl-f—XQ,Z:Xl—XQ.

Aufgabe 10 Sind die beiden Zufallsvariablen X und Y, die die Augensumme bzw. die Differenz
beim Werfen zweier fairer Wiirfel angeben, unabhéngig?

Aufgabe 11 Zeigen Sie, dass die Varianz einer geometrisch zum Parameter p verteilten Zu-
fallsvariablen gleich lp_—zp ist.
Aufgabe 12 Zeigen Sie, dass der Erwartungswert einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter X gleich A ist.

Aufgabe 13 Aus Erfahrung weil man, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Digi-
talcomputer eines bestimmten Typus wihrend 12 Stunden kein Fehler auftritt, 0.7788 betrigt.

a) Welche Verteilung eignet sich zur ndherungsweisen Beschreibung der Zufallsvariable X =Anzahl
der Fehler, die wihrend 12 Stunden auftreten?

b) Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wihrend 12 Stunden mindestens zwei
Fehler auftreten.

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei vier (voneinander unabhéngigen) Digitalcom-
putern desselben Typus wihrend 12 Stunden genau ein Fehler auftritt?

Aufgabe 14 Eine diskrete Zufallsvariable X nimmt nur die Werte 0, 1 oder 2 an. Die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion f(z) = P(X = z) von X hingt von einem Parameter 6 € [0, 1] ab:

P(X=0)=036, P(X=1)=064-60, P(X=2)=0.64-(1-0).
Fiir welchen Wert von 6 ist X binomialverteilt?

Aufgabe 15 Eine Riickversicherung will die Pramien fiir Versicherungen gegen Groffunfille
kalkulieren. Aus Erfahrung weif3 sie, dafl im Mittel 3,7 bzw. 5,9 Groflunfille im Winter- bzw.
Sommerhalbjahr vorfallen.

a) Welche Verteilungsannahme erscheint fiir die Zufallsvariablen

X = Anzahl der Groflunfille im Winterhalbjahr,
Y = Anzahl der Groflunfille im Sommerhalbjahr

sinnvoll?

b) Wie wahrscheinlich ist es, dass im Winterhalbjahr nicht mehr als zwei Grofunfille vorfal-
len? Wie wahrscheinlich ist es im Sommerhalbjahr?

c) Wie wahrscheinlich ist es, dass sowohl im Winter- als auch im Sommerhalbjahr nicht mehr
als zwei Groflunfalle vorfallen? Welche Annahme unterstellen Sie dabei?
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Diese Aufgaben sind aus alten Klausuren.
Aufgabe 16 Drei faire Wiirfel werden gleichzeitig geworfen.
a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) fiir das Zufallsexperiment an.

Sie nehmen an folgendem Gewinnspiel teil: Zeigen alle Wiirfel die gleiche Zahl, so gewinnen
Sie 6 Euro. Fillt eine 1, eine 2 und eine 3, so gewinnen Sie 12 Euro. Es bezeichne X : QR Thren
Gewinn.

b) Definieren Sie X formal als Abbildung und geben Sie die Verteilung von X an.
c¢) Berechnen Sie den Erwartungswert E[X] von X.

Aufgabe 17 Sei Z gleichverteilt auf {1,2,3,4}. Weiter definieren wir zwei Zufallsvariablen X
und Y durch

9

¥ — {1, falls Z gerade ist, v {1, falls Z = 2,

0, sonst, 0, sonst.

a) Bestimmen Sie die Verteilungen von X und Y.
b) Priifen Sie, ob X und Y unabhéngig sind.
c) Berechnen Sie den Erwartungswert F[X + Y] und die Varianz Var(X +Y).

Aufgabe 18

a) Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), wobei Q2 # @ eine endliche Menge
sei. Seien weiter A, B € F' zwei Ereignisse.

(i) Definieren Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
(ii) Es gelte P(A|B) = P(B|A), P(AUB) =1 und P(AN B) > 0. Beweisen Sie, dass
P(A) > 3 ist.

b) Eine Glithbirnenfabrik hat drei Maschinen verschiedenen Alters. Maschine 1 produziert
20% aller Gliithbirnen, Maschine 2 produziert 30% und Maschine 3 produziert 50%. Es
sind 5% aller von Maschine 1 hergestellten Gliihbirnen defekt, bei Maschine 2 sind es 4%
und bei Maschine 3 nur 2%. Eine zufillig entnommene Gliihbirne ist defekt. Wie grof§ ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sie aus Maschine 3 stammt?

Aufgabe 19 Es seien drei faire Wiirfel mit folgenden Seitenverteilungen gegeben

ELE ELE L

a) Es wird zufillig ein Wiirfel ausgewihlt. Die Nummer dieses Wiirfels sei W. Dann wird der
Wiirfel einmal geworfen. Das Ergebnis sei X.
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i) Geben Sie den Wahrscheinlichkeitsraum fiir dieses Experiment. Definieren Sie auf
diesem Wahrscheinlichkeitsraum die Zufallsvariablen W und X.

ii) Beschreiben Sie das Ereignis, dass die Augenzahl sechs ist, mit Hilfe der Zufallsvaria-
blen aus i). Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis.

iii) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der gewéhlte Wiirfel die Nr. 1 hat, gege-
ben dass das Ergebnis sechs ist.

b) Der zufillig gewihlte Wiirfel aus a) wird 3 Mal geworfen (aber nicht neu ausgewihlt) mit
Ergebnissen X7, Xo, X3.

i) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P[X; = X2 = 6].
ii) Bestimmen Sie den Erwartungswert E[X; + Xo + X3].

Aufgabe 20 Es seien p € (0,1), A > 0, Z, X1, X9, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
Ber(p) und Z ~ Poi()). Definiere die Zufallsvariablen

M=#{ieN:i<Z X, =1}, N:=#{ieN:i<Z X; =0},
wobei # die Kardinalitidt einer Menge beschreibt.
a) Bestimmen Sie die Erzeugendenfunktion von Z.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Z mit Hilfe der Erzeugendenfunk-
tion.

c¢) Seien z,m € Ny, m < z. Driicken Sie das Ereignis
Ap={M =m}nN{2 ==z}

mit Hilfe der Zufallsvariablen Z, X1, ..., X, aus und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
von Ay, ».

d) Bestimmen Sie P[M =m,N =n | Z = 2| fiir z,m,n € Ny.
e) Bestimmen Sie P[M = m, N = n] fir m,n € Ny.

f) Bestimmen Sie die Verteilungen von M und N.

g) Zeigen Sie, dass M und N unabhingig sind.

Aufgabe 21  a) Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A;, Ay € F Ereignisse mit

P(Al):57 P(AQ):§7 P(A1UA2):§

Berechnen Sie P(A3|A;p).

b) An drei aufeinanderfolgenden Wochen machen Sie jeweils donnerstags einen Ausflug zu
einer nahe gelegenen Eisdiele, um sich eine Kugel Eis zu kaufen. Dabei wihlen Sie stets
rein zuféllig zwischen den Sorten Erdbeere, Mango, Schokolade und Vanille. Als Wahr-
scheinlichkeitsraum wéhlen wir (2, F, P), wobei

Q = {Erdbeere, Mango, Schokolade, Vanille},

F sei die Potenzmenge 2% von Q und P : F — [0, 1] sei gegeben durch

A
P(A)::Q;, AeF.
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Beschreiben Sie das Ereignis
E := {“Jede Woche entscheiden Sie sich fiir eine unterschiedliche Eis-Sorte.” }
formal als Teilmenge von €2 und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(E).

Aufgabe 22 Sie werfen eine faire Miinze unendlich oft, wobei die einzelnen Wiirfe voneinander
unabhéngig seien. Fiir n € N sei

Ay, = {“Im n-ten Wurf zeigt die Miinze ,,Kopf®.” }.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich oft ,,Kopf* geworfen wird.
Aufgabe 23 Seien p € (0, %) und (X, )nen eine Folge unabhiingiger und identisch verteilter
Zufallsvariablen mit

P(X1=1)=p, PX1=-1)=1-p

Fiir n € N definieren wir S,, := > " | X; und
By, :={S, =5}.

Zeigen Sie, dass P (J,,cny Bn) < 1.



